
証明で使えるであろうテクニック集 

 

数学の証明において、ちょっとした式変形や同値変形が解答を簡単にしてくれますね。でもそう
いうものこそなかなか閃かないもの･･･。ここでは数学演習の略解に載っていた、試験でも使える
かもしれないものを羅列します。困った時は順番に試してみてください。もしかしたら解けるかも
しれません。 
 
○基本編 
(0)絶対値を外す 中学レベルですかねこれは。 
(1)三角不等式 必須です。 
(2)二項定理  これまた必須です。 
(3)アルキメデスの原理 またもや必須。 
使用例としては任意の 𝜀 に対して 𝑁𝜀 > 1 が成り立つ 𝑁 がとれる。 
あるいは 1 のかわりに証明で使っている適当な文字をおくこともあります。 

(4)Σ計算 実際の数値を代入しての計算ではなく、Σ同士の引き算や足し算です。 
(5)𝑎𝑏－𝑐𝑑 = 𝑎𝑏－𝑎𝑑 + 𝑎𝑑－𝑐𝑑 = 𝑎(𝑏－𝑑) + 𝑑(𝑎－𝑐)なんていう計算も有効です。 
単純な式で出題された時にそれを思い切って複雑にするということも必要。ただ乱用すると 
普通に複雑になるだけの時も･･･ 
(6)背理法、対偶ってとっても便利です。どう考えても自明なものには背理法が有効ですと 
 誰かが言っていた気がします。 

 
○集合編 
小文字はある実数、大文字は実数の空でない部分集合を表すこととします。 
(1) 𝑥 は 𝐴 の上界⟺ ∀𝑎 ∈ 𝐴、𝑥 ≥ 𝑎 これは甘く見てはいけません。何気に使えます。 
(2)𝐴 ⊂ 𝐵、𝐴、𝐵ともに上に有界であるとする。𝐴、𝐵の上界を𝑈(𝐴)、𝑈(𝐵) 
仮定⟹ 𝑈(𝐵) ⊂ 𝑈(𝐴)または sup𝐴 ∈ 𝐵 ⟹ sup𝐴 ≤ sup𝐵 
集合が集合を含んでいるかどうかというのは曖昧に見えて非常に強力です 

(3)sup𝐴より小さい sup𝐴－𝛼 (𝛼 > 0) は上界ではない。これを用いての加減乗除で上界でないなど
の証明をあっさりしてくれます。またこの上界でない数と上限での区間に含まれる数 𝑥 をとる
などして単調性を使うなどというのも一興です。 

 
○数列編 

(1)０に収束する数列として𝜀 = とおいてみる。何かに収束するのを示す時には 

これを足したり引いたりすることもあります。 
(2) 𝑛 + 1と𝑛の項で割るなり引くなりすると大小関係がわかり、単調数列かどうかもわかります。 
 
 
 



○関数編 
(1)単調関数では適当に𝑥、𝑦をとり大小関係を付けて引き算をするのは基本ですね。 
(2)連続関数の問題では、𝑓 が連続のときに、明らかに連続関数である別の関数を使って𝐹 = 𝑓－𝑔 
などとおくと、値域の変更ができて、考えやすくなったりします。 

(3) 𝑓 －𝑥 =－𝑓(𝑥)などの周期や奇関数、偶関数も忘れてはいけません。 
(4)関数の問題では、新しい関数を解答の中で定義しても差し支えありません。与えられたものだ
けに固執せずに柔軟にいきましょう。 

(5)平均値の定理や、コーシーの平均値の定理を使うためには、新しい関数を導入することも一つ

の手です。例えば 𝑓(𝑥) =  𝑥 とした時、𝑔(𝑡) = 𝑡 として、𝑓(𝑥) = ( ) ( ) とできます。 

(6)連続関数 𝑓(𝑥) において、𝑓 (𝑥) > 0 が定義域の任意の 𝑥 でわかっているとき、𝑦 > 𝑥 を用いて、 

平均値の定理より ( ) ( ) = 𝑓 (𝑐) > 0から𝑓(𝑦) > 𝑓(𝑥)で、狭義単調がわかっちゃったり、 

また狭義単調から導関数の符号もわかります。当たり前といえば当たり前ですけど。 
 
○収束編 
(1) |𝑓(𝑥) − 𝐴| < 𝜀 ここで、𝜀 = 𝐴とおくと、𝑓(𝑥) > 0がわかります。 − 𝐴とおくと負であることが 
わかります。また、𝜀 のおきかたで、収束の定義から逆数をとれば発散も示せます。 

(2)はさみうちは考えましょう。収束値を出す基本的原理です。 
 
 
 
 以上のものは僕の独断と偏見でかっこいい、なるほどと思ったものを載せました。見落と
したり、不足したりっていうこともありますので、これが全部とは思わずに、試験中でも新たなス
マートな解答を考え出してください。みなさん実は東大生なので、できると思います。基本的にそ
こら辺の人より数倍賢いはず。では試験頑張ってください。 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


